Markovovsky jednolinkovy model

M/M/1/0
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Prichod zakaznika
Poissonovsky vstupni tok s

P(N(t) =k) =V, (t) = (ﬁk':) o

intenzitou A
v (t) Pst, e v intervalu At nepfijde Zadny zakaznik:
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vV, (At)=e™ =1- 1At +0(At)
ey Pst, Ze v intervalu At pfijde jeden zakaznik:
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Exponencialni rozdéleni délky obsluhy
s intenzitou obsluhy p.

t
P(rst)=Iy~e’”‘”du=1—e"“ f(t)=p-e*, t=0
0
Pst, ze v kratkém intervalu At bude obslouzen jeden zakaznik

P(r <At)=1-e™" = yAt+0(At)

Pst, ze v kratkém intervalu At nebude obslouzen Zadny zakaznik
P(r>At)=e™" =1— pAt+0(At)

Pst, ze v kratkém intervalu At budou obslouzeni dva zakaznici

2-1

()

— Erlangovo rozdéleni Erlang(u,2) = pe ™ (-1

P (27 < At) =v,(At) =0(At)

Mozné udalosti v kratkém intervalu At:

4« Do systému vstoupi jeden pozadavek A.At + 0(At)
& Je ukoncena obsluha jednoho pozadavku U At + o(At)
& Nebude ukoncena obsluha zadného zakaznika 1- p At + o(At)
& Zadny zékaznik nepfijde 1-L.At + o(At)
&« Budou obslouzeni dva zakaznici o(At)
& Do systému vstoupi dva zékaznici o(At)
& Jeden zakaznik pfijde a jeden obslouzen odejde o(At)
& Do systému vstoupi jeden pozadavek a Zzadny neodejde A.At + 0(At)

& Jeden zakaznik odejde a zadny nepfijde M At + 0(At)

X(t) pocet zakazniku, ktefi jsou v okamziku t v systému
X(t) je homogenni Markoviyv proces

PO=P(X(t)=k)
Pi()=P(X(t+1)=k / (X(t)=1))



Graf piechodu

& Na zakladé grafu prechodll sestavime matici intenzit
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& Z matice intenzit vypog&itame matici pfechodd  P(t) = exp(Q(t))
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Prubéh rozlozeni pravdépodobnosti p(t)

p(t)=p(0)-P
k ) _{ H(e(f(xw)t)_l) ““e((kw)t)}
Pokud p(0)=(0,1) p=|-= Atp ' r+p
(k) k(e(—(kﬂu)t)_l)}

p+A
Pokud p(0)=(1,0) p= A+ 5= A+

1 Prabéh rozlozeni py(t)

. P(0)=(1,0)
lim o) = 2 — p(0)=(0,1)
lim p, (t) Tia 1 .
H+A
lim p,(t)=—"— =2~
o A+u l+p
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Stacionarni reseni
p-Q=o0

)

p = ( ,Uk, ik) Pst, Ze v systému neni zadny zakaznik Pst ze v systému je 1 zakaznik
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Statistické charakteristiky
systému M/ M/ 1/0

I
1+p'1+p

Stredni hodnota poctu pozadavk( v systému:

E[X]=-2—
1+p
Pst. odmitnuti nového pozadavku: Py ! E[X]: Py
Pravdépodobnost pfijeti pozadavku: Po 08

Absolutni kapacita
— pocet obslouzenych za jednotku Casu: A.pg

Vytizenost systému P 100% o4
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Priklad:

@

Telefonni aparat v informacnim stfedisku zaznamenava volani v
priméru kazdych 12 minut, pfi€¢emz hovor trva v priméru 6 min.
Za predpokladu elementarniho vstupniho proudu a
exponencialniho ¢asu doby obsluhy je tfeba urgit:

Jaké procento volani bude odbaveno (relativni kapacita)
Kolik hovorl se uskutecni za hodinu (absolutni kapacita)
Pravdépodobnost odmitnuti
7=0,2hod p =t -2
4125 u+A 3
= ; A1
#=10 =7 &
M/M/1/0 - charakteristiky systému
pocet pst
Pravdépodobnosti stavii 0 0.667
1 0.333
0.700 2
& 0.600 3
2 0.50 1 4
$ 0.400 5
o
& 0.300 6
3 0200 7
& 0.100 8
0.000 - ; 9
0 1 10
Pocet zakazniki v systému 11
12
13
Prdmérny pocet zakaznikl v systému 0.33
Pramérny pocet zakazniku ve fronté 0.00 Parametry systému
Pramérna doba ¢ekani v systému 0.10 intenzita vstupu 5
Primérna doba ekani ve fronté 0.00 intenzita obsluhy 10
Pravdépodobnost, Ze je systém prazdny 0.67 pocet linek 1
Pravdépodobnost, Ze zakaznik bude ¢ekat 0.33 zasobnik 0
Pravdépodobnost ztraty zakaznika 0.33

Pravdépodobnost rezignace zakaznika 0.00 prah trpélivosti 0



Markovovsky jednolinkovy model
M/M/1ir

M/M/1/r

Jednolinkovy systém s r -mistnym zasobnikem (max. délka fronty = r)

- At p-At M- At
1-4-At
() O
AAt 2At At
1—(A+u)-At

—Ap, + =0
2 P 0 . : Po + 4P, :
u —A-u 2 Po— (A + )Py + 1P, =

}“pr—l_(ﬂ'-’_ﬂ) P+ 4Py =0
0 0 —H ﬂ’pr_luprdzo



P=(Po; PPo; P*Poi i 0" o)

1

po e =

Yo P
i=0

1-p

r+2

U il
Sy =0y - 7—1
i Pocet zakaz. | Délka fronty | Pocet v obsluze
P(X=i) P(F=i) P(S=i)
0 Po PotP1 Po
1 Py P2 P1+Po*.. . APy
r pr pr+1
r+1 Pri1

Vytizenost systému

(1-po).100%

« (1-p)p*

Pe=P-p _W

100

95

S0

854
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VytiZenost systému
p=3

0259

021

Pst odmitnuti pozadavku
p=3

Zakladni charakteristiky systému

& Pst odmitnuti nového pozadavku
& Pravdépodobnost pfijeti pozadavku

& Stfedni hodnota poc¢tu pozadavkl v systému

r+1

E[X1=Y k- p,- p" = ppp D K- pF = ppp
k=0 k=0

& Primérna délka fronty

E[F]=D K- Ps =D K- Po- p = pop® Y k- p7 = pop’
k=1 k=1 k=1

r+l

pr+l

1'pr+1

prE(r+1)— p™(r+2)+1

(1-p)

rp™—p'(r+1)+1

(1-p)




Priklad:

Telefonni aparat v informacénim stfedisku zaznamenava volani v
primeéru kazdych 12 minut, pfi¢emz hovor trva v priméru 6 min.
Je-li linka obsazena, mizou na spojeni ¢ekat maximalné 2 zakaznici:

Kolik hovor(l se uskuteéni za hodinu (absolutni kapacita)
Pravdépodobnost odmitnuti
r=0,2 hod P = PP k p* P = Pop"
A=5 2
> p =1 0 1 8
u=10 k=0 15
S 1 4
= 1 = =5
pokZ:l;p 2 15
3 e 2 1 3
Po = (Zka 4 15
k=0
3 1 1
8 15

Pro systém bez fronty je pravdépodobnost ztraty p, = %

Systém s délkou fronty 2 piijde o zakaznika s pravdépodobnosti p, = %

Markovovsky jednolinkovy model
M/M/ /o

obsluha




M/IM/1/e

Neomezena fronta bez rezignace, frontovy rezim FIFO, obsluha vzdy
dostupna, bez priorit.

At - At - At u-At

A-At A-At
1—(A+p)-At
A A 0 .
u —A-up A . —APy+up, =0
Q=|0 u —A-u .. APy —(A+ )Py +up, =0
0 0 APxa—(A+ )Py + HPy =0
2 k p, = 1 =1-
p=(Po; PPo; £ Poi -1 9" o) b= S0
2P

i=0

4 Systém se stabilizuje, prave tehdy, kdyz je intenzita provozu p < 1, tj. pokud je
intenzita obsluhy vétsi nez intenzita vstupniho toku pozadavku!

k
p=A-p)p
Rozdéleni pravdépodobnosti poétu zakazniku v systému
D 0,6
<]
c
2 04 B04
3 09
Q. =4
§ 0.2 4 0,99
©
5 o k]_ﬂ_ﬂ o B o B
p0 p1 p2 p3 p4 p5
ll 0,4 0,6 0,24 0,096 0,0384 0,01536 0,006144
lu 0,9 0,1 0,09 0,081 0,0729 0,06561 0,059049
[l 0,99 0,01 0,0099 0,009801 |0,00970299 | 0,00960596 | 0,0095099
pocet zakazniku




P =(1-p)p"
Zakladni charakteristiky systtmu M /M /1 /o

Stfedni hodnota poc¢tu pozadavku v systému E[X]= 1L = %
-p u-
Rozptyl poctu zakaznikd v systému D[X]= R p )2
—-p
Primérny pocet zakaznik( ve fronté E[F]= I2i
1-p
Vyuziti linky E[S] 0. p0+1z P = 1 P Zp =p%
Pramérna cekaci doba
E[F] P A 8]
EW,]= -
i - p(u-2)
E[X] 1
E e S e ]
W1 ) 4 E[X]
1 g E[F
E[\Nx]zEl\NF]+; [FI]

v 02 04 06 08
int_provozu

RozloZeni doby ¢ekani ve fronté - W
ktk -1

(k-1)!

.eHt

&« Doba obsluhy k pozadavki...Erlang (k) f(t)=

k-1
P(X >t)=

i=0

Cas obsluhy k pozadavkii je vétsi nez t
= (N(t) =0) U(N(t) =1) U...U(N(t) =k-1)

& Oznacme W, dobu €ekani nahodného zakaznika, pfi jehoz pfichodu jiz
bylo k zakaznikud v systému

e =

P > 0= 35, PO, >0 =3 1- ) 5]

e mi( J ip —Htt e(l*ﬂ)t

j=0 k=0

Distribu¢ni funkce. P(W >t) =1—el* !
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Priklad:

Délka obsluhy 1 zakaznika u novinového stanku ma exponencialni rozdéleni se
stfedni hodnotou 1/u. Zakaznici pfichazeji v Poissonovském toku, primérna
intenzita vstupniho toku je dana vztahem (3-r )4, kde r je pocet zakaznik( ve
fronté. Odvodte vzorce pro stabilizovany stav.

AL pat -34 0o 0
oo e of g o B
1o U —u-i A
3At 22At 0 0

—3Ap, +1p, =0 =3P, +up, =0

3P, —(2A+ ) py + up, =0 _ =

24P, —(A+p)p, + 1p, =0 —Ap,+up;=0

Ap,—up; =0 AP, — Py =0

-1
31 64 64° A2 (A¥ (aY
p:(po; =Py —5 Poi —apo} po=[1+37+6(7) +6(—]
u u u uo o \u u

Pfiklad:
Zkoumame systém se dvéma linkami a s omezenou kapacitou
zasobniku r =2. Na zakladé relativnich Cetnosti jsme odhadli
pravdépodobnosti stavu systému.

i _4 6 4 1
T T R T R TIL ET

Urcete :
- primérny pocet zakaznik( v systému
- primérny pocet zakaznikl ve fronté
- vytiZzenost systému
1, 4 6 4 1

E[X kp, =0- 7+17 2.2 43. " 44.— =2
[]Zpk 16 16 16 16

E[F]=1%42. 1.3
16“16 8

E[X]=E[F]+E[S]

BIS]_ 1,4, ,(6,4 1) 118 g
2 20716 “\16 16 16)] 2 8
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