Vstupni tok pozadavkd

Bodovy proces, zakladni typy procest

I

Bodovy proces

Sledujeme chod urcitého procesu, v némz ¢as od Casu dochazi k jisté
vyznacné udalosti = posloupnost ¢asovych okamzik{

t%=0 t; t, t3 ty
oo — e o o
t

proces
0 determinovan (jizdnim fadem, bezpecnostnimi zésahy )
0 stochasticky (zajimaji nds pravdépodobnosti, s nimiz Cisla t;, nebo
nékteré jejich funkce vyhovuji ur¢itym vztahlim)
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Zapis procesu

T T 13
A

/—)%
t0=0: Ot1 ) ty L7
t
posloupnost Casovych okamzikl t;, t,, ..., t, r o=t —t;k=012..
o n-1
posloupnost intervalll <, ©,, ..., 1, t = ka; n=12,..
k=0

registrujeme celkovy pocet udalosti od t,=0.
t—N(t) ... pocet udalosti v prlibéhu ¢asového intervalu <0,t>

Nt)=not, <t<t,,

N(s,t) ... poCet udalosti béhem Casového intervalu <s,s+t>

vs>0,t>0, N(s,t) =N(s+t) - N(s)
N(t)=N(0,t)
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Pravdépodobnostni charakteristiky procesu

T T T3
Y A /—)%
t0=00 el e} t e

Proces je zapsan posloupnosti intervall t, t, ..., 1,

A ) =P{r, <t} k=0,12,...

Jestlize jsou 14, 1y, ..., T, SPOjité ndhodné veli¢iny, mizeme definovat
hustotu pravdépodobnosti

1

a, ()= A(D) g
t 08 Priklad:
A(t) = f a, (u)du - Agt) = 1

02

0 i 2 3 i
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Zakladni tridy procesi T
t,=0 t, t, /‘)%t3 ty

= Regularni (pravidelny) tok e

m Proces s nezavislymi prirtistky
pro lib. k-tici vzajemné disjunktnich intervalll (s, s,+t,); (S5 So+L); .. / (S Sktt), - je
IN(s,, s;+t), N(Sy, So+ty), ... , N(S,, S+t); ...} posloupnost nezavislych ndhodnych
velicin.

m Regenerativni proces (proces obnovy)
{zn} je posloupnost nezavislych nahodnych veli¢in.

m Rekurentni proces
{z.} je posloupnost nezavislych nahodnych veli¢in se stejnym rozdélenim
pravdépodobnosti.

m Homogenni proces — v ¢ase neménny proces
m Ordinarni proces — nenastanou dvé udalosti sou¢asné
* Vjezd vozidla do Smichovského tunelu
» Objednavka zbozi pres internet
* Narozeni ditéte
* Nastup zelené na SSZ
* Vznik dopravni nehody
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Homogenni (stacionarni) proces

Definice: Stochasticky proces nazveme homogennim jestlize jsou
pravdepodobnosti v,(s,t) =P(N(s,t)=n); n=0,1,2...
zavislé pouze na délce intervalu t a ne na jeho pocatku s.
v, (5,t)=v. (O, t) =v, (); Vt=20,s>0,n=0,1,2...
N(s,t) ma pro libovolné svzdy stejny zakon rozloZeni jako N(t).
E[N(t+u)]=E[N®)]+E[N(u)] = E[N(®)]=t-E[N@)]=t-4

Definice:
A ... Intenzita procesu (prdmérny pocet udalosti za ¢asovou jednotku)

EIN@D)] =
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Ordinarni proces

m oznaCme o(t) pst, Ze za Casovy interval délky t nastanou nejméné dvé
udalosti. Pak vstupni tok je ordinarni, je — li

iim 2 _ o PO =14 -0 = X v, )

t—-0

Neordinarni toky — neordinarnost odstranime tim, Ze registrujeme
dvojici [Cas, pocet]

t,=0 t,
oy
o

°9,gr
ooo?

@ 00

m Ordinalni proces s nezavislymi prirlistky je regenerativni.
m Ordindrni homogenni proces je regenerativni €je rekurentni.

17.3.2015

| &
Poissoniiv proces
Proces ryziho zrodu (Pure birth process)

Poissonovsky tok - ordinarni stacionarni proces s nezavislymi
prirlistky
Nejuzivanéjsi model vstupniho toku
Pocet umrti nasledkem kopnuti koné (statistika béhem 20 let, L.
Bortkiewicz: The Law of Small Numbers)
Pocet détskych sebevrazd
Pocet valek v letech 1820 - 1950
Model Poissonova toku pouzivame prakticky vzdy, kdyz zakaznici
(pfichozi volani, datové pakety, automobily,...) pochazeji z velké
mnoziny vzajemné nezavislych uzivateld
Palm — Khinchinova véta:
Slozeni velkého poctu procesti s malou intenzitou konverguje k
Poissonové procesu

17.3.2015



I

Véta o Poissonovském toku pozadavkt

m Pro ordinarni beznasledny homogenni vstupni tok udalosti
pravdépodobnost, Ze za Casovy interval délky nastane pravé &
udalosti, je (l.t)k

P(N(t) =k) =V, (t) =v,(s,1) =T‘e’ﬁ
= je to Poissontiv tok

m Elementarni tok je az na konstantu ) jednoznacné urcen.

Rozdéleni psti vk(1)=P(N(1)=k)
pro dvé rizné intenzity
A
v ()="-e"
k!
17.3.2015 10
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- o A=10
0.2F 4
0.1F 4
0.0L R A b
0 5 10 15 20

Binomické a Poissonovo rozdéleni

Binomické rozdéleni je pro dostate¢né velké n (n>20) a malé p
(p<0,05) bmozné nahradit Poissonovym rozdélenim s intenzitou
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Poissan and Binomial distribution

ssoninp)
inomin p)

- =
1 i
ow

Binomické a Poissonovo rozdéleni

Binomické rozdéleni je pro dostate¢né velké n (n>20) a malé p
(p<0,05) bmozné nahradit Poissonovym rozdélenim s intenzitou n*p
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Normal and Poisson distribution

0.035

0.025

0.018

0.005

Normalni a Poissonovo rozdéleni

Poissonovo rozdéleni je pro dostatecné velkou intenzitu (3.>1000)
mozné nahradit normalnim rozd&lenim N(x, V)
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Poissontiv tok

k
)

-€

(A-t

Vi (t) = K

m Poissonllv tok je ordinarni
1y () —v (t Col—eM_at.e M
lim o(8) 1()zllml e’ —at-e =lim

et -2 e+ %te M

>0 t >0 t 50 1

m Poissonllv tok je tok s nezavislymi prirustky (beznasledny)
Vo(t+u)y=e ) —e e —y (1) -v,(u)
P(N(t+u)=0)=P(N(t)=0)-P(N(u)=0)

= Intenzita Posissonova toku E[N(1)]=4

G W) e ()
E[N(t)]—kz:olke TR Mé(k—l)!
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Poissonfiv tok  v.o-“Y e

-e
k!

Pravdépodobnost, Ze za interval délky ¢ nedojde k zadné udalosti:
vy(0)=1 1
klesajici funkce proménné ¢ v, (t)=e ™ 09

Va(t+h)= vy(t). vy(h) o5

Intervaly mezi udalostmi jsou vzajemné nezavislé

K
e M At z@ =t
o k!

0

14

veli¢iny s exponencialnim rozdélenim P(z >t)=e™ T A

PF: Urcete pst, Ze v elementarnim toku nenastane v intervalu délky 7

zadna udalost, vite-li ze od vstupu predeslého pozadavku uz uplynul

as t<T. )
P P(r>t+u/1>t)=w=
—f >— P(r>1)
t u _ Vo (t + U) e—A(Hu)
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Poissontiv tok - rozloZzeni doby mezi udalostmi
m VeliCiny 1, jsou navzajem nezavislé, maji stejnou distribucni funkci
Al = A
a(t)
S

A(t) =P(r <t) =1-v, (t) —1—gA

El]= 7 Dld=—

at)=At)=4-e™

T T T T
0 1 2 3 4

m V elementarnim toku se nejcastéji vyskytuji kratké intervaly mezi
udalostmi =vstupuji v sériich kratkych sledd

t00=0 bt ot
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Stopartliv paradox

Tramvaje jezdi pravidelné kazdych 5 minut. Na

zastavku pfijdeme nahodné.Primérna doba ¢ekani: 2,5
min

1 5
f(x)=2; 0<x<5 E[X]==;
)=z x [X1=5

nahodng, délka intervalu mezi automobily ma
exponencialni rozdéleni

1
f(x)=12e™%; 0<x E[X]=—;
() [X] 2

Pramérna délka intervalu mezi automobily : 5 min
Pramérna doba ¢ekani: 5 min
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Poissonovsky tok — graf diferencialnich prechod

Symbol o pouzivame pii vysetfovani limitniho chovani funkci, umoziuje
zjednoduseny zapis

. ()
f(x)=0(g(x)) prox >a < =0
lem g(x)
f(t)=o(t) prot —>0 <« Iim¥=0
x—0
1
09
08
2
e’“:1—/1t+/1—t2+...:1—/1t+0(t) o
2 0B
05 ‘
0 1 2 3 A 3
t
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Poissonliv proces — proces ryziho zrodu

- k
(pure birth process) . (t):(ak.f) o
m Vinfinitesimalnim ¢asovém intervalu ¢t mdZe nastat jen jedna udalost
s pravdépodobnosti 1df, nezavisle na prijezdech mimo interval.
2

v (t)=e™ :1—/1t+%t2 +..=1-At+o(t)

2
v (t) =(At)-e ™ = at+ %tz +...=At+o(t)
G
v, (1) = TR 4 =0+0(t)
m Stav systému =pocet udalosti, které od pocatecniho ¢asu zkoumani nastaly
A-dt A-dt A-dt A-dt

-d
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Diskretizace Poissonova procesu — Bernoulliho proces

lambda = 1/2; % inter-arrival time = 1/lambda [s]
T=60*60; % observational time [s]
k=0; % number of events

for dt=0:0.1:T

if rand < lambda*0.1
k=k+1;
end

end
fprintf ('Theoretical mean of events %6.2f \n', lambda*T)
fprintf ('Empirical number of events %d \n',k)
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Vlastnosti Poissonovského procesu

m Méme pevné dan interval <0, ¢ >, poCet prijezdd za Cast N(t)=n.

Pak Casy pfichodl ¢, tp,...,t;, jsou nezavislé a rovnomérné rozdélené na
intervalu <0, t>.

m Superpozice
Slozenim dvou Poissonovskych procest o intenzitach A, a A, vznikne opét
Poissonliv process s intenzitou A=A, +2,.
t
& ol s oo A
o b n B
® — — g
t 3 P i
A 3. —o  see A+ 4,
m Nahodny vybér
Vybirame-li s psti p z daného Poissonovského procesu s intenzitou 2, pak
vysledny proces je Poisonovsky s intenzitou .
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