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Stochastické procesy

Markovovy řetězce s diskrétním časem

(Discrete Time Markov Chain)

217.3.2015

Stochastický proces

Stochastickým procesem {X(t), tR} je množina náhodných 

veličin X(t) závislých na jednom parametru t.

Stavový prostor : množina možných hodnot X(t)

S={e1,e2,...,en}

Parametrický prostor : množina hodnot t

Stochastický proces (diskrétní x spojitý) v úrovni

(diskrétní x spojitý) v čase

Příklady: Hydrogeologické děje

Produkce 

Zašumělé signály

Zabezpečovací zařízení

Systémy hromadné obsluhy
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Daný systém se v každém okamžiku nachází právě v jednom z dané 
množiny stavů. 

Stav systému se mění – systém přechází náhodně z jednoho stavu do 
druhého.

t0=0 t1 t2 t3
t

X

Předpokládejme, že okamžiky změn tvoří 
aritmetickou posloupnost proces je popsán 
posloupností náhodných veličin
X1, X2, ..., Xn, ...

tzv. náhodným řetězcem.

Náhodný řetězec

= stochastický proces s diskrétními stavy e1, e2,…, en,… a diskrétním časem

417.3.2015

Андрей Андреевич Марков

(1856, Rjazaň – 1922, Petrohrad)

Aplikace

Statistická mechanika

Informační teorie – komprese dat

Aritmetické a entropické kódování

Rozpoznávání obrazů

Rozpoznávání řeči

Bioinformatika

Teorie Her
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Markovovské řetězce

pravděpodobnosti, s nimiž nastávají jednotlivé změny – přechody 

mezi dvěma stavy – nejsou ovlivňovány předchozí historií procesu. 

Pravděpodobnost přechodu systému ze stavu ei do stavu ej není 

nijak závislá na tom, jak se systém do stavu ej dostal.

Homogenní Markovovy řetězce

pravděpodobnost přechodu nezávisí na okamžiku, v němž se 

přechod uskutečňuje pij(n)=pij
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1

2

3

4

5

1 2 3 4 5

1 0 0,1 0,2 0,3 0,4

2 0,2 0,3 0 0,2 0,3

3 0,4 0,2 0,3 0,1 0

4 0 0,3 0,4 0,3 0

5 0 0 0 0 1

p35
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Matice přechodu P
11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
{ }

.

...

 
 
  
 
 
 

n

n

ij

n n nn

p p p

p p p
P p

p p p

Př: Žába je na 2. kameni, určete 
pravděpodobnost, že po 2 skocích 
bude na 5. kameni.

2 15 0,2 . 0,4

2 25 0,3 . 0,3

2 35 0   .  0

2 45 0,2 . 0

2 55 0,3 . 1

0,47

1 2 3 4 5

1 0 0,1 0,2 0,3 0,4

2 0,2 0,3 0 0,2 0,3

3 0,4 0,2 0,3 0,1 0

4 0 0,3 0,4 0,3 0

5 0 0 0 0 1

Rozdělení pravděpodobnosti stavů po 
n krocích – vektor a(n) :

poč. stav: a(0) = (0,1,0,0,0)

a(1) = (? , ? , ? , ? , ? )

a(2) = ( ? , ? , ? , ? , ? )
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Matice přechodu P

Př: Žába je na 2. kameni, určete 
pravděpodobnost, že po 2 skocích 
bude na 5. kameni.

2 15 0,2 . 0,4

2 25 0,3 . 0,3

2 35 0   .  0

2 45 0,2 . 0

2 55 0,3 . 1

0,47

 1

0 0,1 0,2 0,3 0,4

0,2 0,3 0 0,2 0,3

0 1 0 0 0,4 0,2 0,3 0,1 0

0 0,3 0,4 0,3 0

0 0 0 0 1

a

 
 
 
  
 
 
 
 

 2

0 0,1 0,2 0,3 0,4

0,2 0,3 0 0,2 0,3

0,2   0,3   0   0,2   0,3 0,4 0,2 0,3 0,1 0

0 0,3 0,4 0,3 0

0 0 0 0 1

a

 
 
 
  
 
 
 
 

1017.3.2015

Výpočet stacionárního rozložení
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25

-31

50
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5
0
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17

4

-33

10
0

0 0 0
-763

850
0

0 0 0 0 0

1 2 3 4 5

1 0 0,1 0,2 0,3 0,4

2 0,2 0,3 0 0,2 0,3

3 0,4 0,2 0,3 0,1 0

4 0 0,3 0,4 0,3 0

5 0 0 0 0 1

 

 

T T T

T T

T

a a P

P a a

P E a o

M P E

 

 

  

 

°Řešení homogenní soustavy rovnic Ma=o, M=PT-E

 ta ,0,0,0,0
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Výpočet stacionárního rozložení (bez absorbce)

1 2 3 4 5

1 0 0,1 0,2 0,3 0,4

2 0,2 0,3 0 0,2 0,3

3 0,4 0,2 0,3 0,1 0

4 0 0,3 0,4 0,3 0

5 0,5 0 0 0 0,5

 

 

T T T

T T

T

a a P

P a a

P E a o

M P E

 

 

  

  a [ ], , , ,0.236 0.152 0.163 0.168 0.280

1217.3.2015

Chapman – Kolmogorovova rovnost

pij
(2) - pravděpodobnost, že systém, který byl v určitém okamžiku ve 

stavu ei bude po 2 přechodech ve stavu ej.

(2)

ij ik kj

k

p p p
( 1) ( ) ( )( ) n m n mn

ij ik kj ik kj

k k

p p p p p
 

  

P={pij}…matice přechodu; P(n)={pij
(n)}… matice přechodu po n krocích

P(n+m)=P(n).P(m) P(m)=Pm
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Označme ak(n)=P(Xn=ek) ...pst, že ve po n přechodech (krocích) bude 
systém ve stavu ek.

„Stacionární rozložení - rozdělení pravděpodobnosti, které řetězec nikdy neopustí“.

 a a P
1 2( , ,..., ,...) ( ) ( 1)ka a a a a n a n   

( )

(1) (0)

( ) (0)

k i ik

i

n

k i ik

i

a a p

a n a p

 

 



 ( )

( 1) ( )

( ) (0)

  

  n

a n a n P

a n a P

Znalost počátečního rozložení ak(0) a pstí přechodu je zcela postačující, 
rozložení náhodných veličin ak(n) odvodíme.

1 2( ) ( ( ), ( ), ( ), ) ka n a n a n a nK K

Rozdělení pravděpodobnosti stavů a

1417.3.2015

Př: Hod mincí.

Na začátku máte 2 koruny. Sázíte vždy jednu korunu. Hra končí, 

nemáte-li žádné peníze, nebo pokud vyhrajete dvojnásobek počáteční 

částky.

Určete stacionární rozložení.

Stavy ohodnotíme možnou finanční částkou S=(0,1,2,3,4)

ai(n) ... pst že po n-té sázce máte i korun

a(0)=(0,0,1,0,0) – počáteční rozložení 

Stacionární rozložení:
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Výpočet stacionárního rozložení
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Stacionární rozložení
(nestabilizovaného řetězce)

 ppa  1,0,0,0,

1617.3.2015

S={U,N}. 
0,7 0,3

0,6 0,4
P

 
  
 

Matice má jednoduchou strukturu, převedeme ji na diagonální tvar.

1P Q D Q  
1 0

0 0,1
D

 
  
 

1
1 1 2 / 3 1/ 3

;
1 2 1/ 3 1/ 3

Q Q   
    

    

1n nP Q D Q  
1 0

0 0,1

n

n

n
D

 
  
 

2 1 1 1

3 3 10 3 3 10

2 2 1 2

3 3 10 3 3 10

n n
n

n n

P

 
   

  
   

  

1 1 2 1 1 1
( ) (0) ; ;

2 2 3 6 10 3 6 10

   
         

    

n n

n n
a n a P P

1 1
(0) ;

2 2

( ) (0)

 
  
 

  n

a

a n a P

Př: Provádíme sérii pokusů. V prvém má úspěch pst. 50%. Jestliže se 

pokus podařil, má další úspěch pst. 70%, ale jestliže se nepodařil je 

pst. úspěchu v následujícím pokusu jen 60%. Určete pst. úspěchu n-

tého pokusu.
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Stabilizace systému 

Rozložení pravděpodobností stavů systému se může po delší době 

ustálit na stacionárním rozložení. Pokud je toto rozložení nezávislé

na počátečním rozložení ak(0), pak je systém stabilizován. K tomu je 

nutné, aby pro n konvergovaly pravděpodobnosti pik
(n).

Stabilizovaný systém má jediné stacionární rozdělení.

Aby byl systém stabilizovaný, musí mít matice             stejné řádky. 

Každý řádek je pak roven vektoru rozložení ve stabilizovaném stavu.

lim ( )k
n

a n



( )(0) lim n

i ik
n

i

a p


  (0)i k k

i

a a a 

 a a P 1k

k

a 

lim ( ) (0) lim
 

  n

n n
a n a P

lim n

n
P



1817.3.2015

Př: Hod mincí.

Na začátku máte 2 koruny. Sázíte vždy jednu korunu. Nemáte-li žádné 

peníze, je vám odpuštěn vklad sázky a naopak,  pokud máte 

dvojnásobek počáteční částky, nezískáte při další výhře nic.

Stavy ohodnotíme možnou 
finanční částkou S=(0,1,2,3,4)

ai(n) ... pst že po n-té sázce 
máte i korun

a(0)=(0,0,1,0,0) – počáteční 

rozložení 
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S={U,N}. 0,7 0,3

0,6 0,4
P

 
  
 

2 1 1 1

3 3 10 3 3 10

2 2 1 2

3 3 10 3 3 10

n n
n

n n

P

 
   

  
   

  

lim ( ) (0) lim
 

  n

n n
a n a P

( ) (0)  na n a P

Př: Provádíme sérii pokusů. Jestliže se pokus podařil, má další úspěch pst. 
70%, ale jestliže se nepodařil, pst. úspěchu v následujícím pokusu je 
jen 60%. Zjistěte, zda je systém stabilizovaný.

2 1

3 3
lim

2 1

3 3

n

n
P



 
 

  
 
 
 

Počáteční vektor 1 2(0) ( (0), (0))a a a

1 2

2 1

2 13 3
lim ( ) ( (0), (0)) ,

2 1 3 3

3 3



 
   

     
  

 
 

n
a n a a

2017.3.2015

Stav ek je dosažitelný ze stavu ej, jestliže existuje n>0 tak, že 

pjk
(n)>0. Ozn: ej -> ek

Markovův řetězec je nerozložitelný(irreducibilní) – každý stav je 

dosažitelný z každého jeho stavu.

Říkáme, že stavy ek, ej komunikují, jestliže ej -> ek a současně

platí ek -> ej. 

Relace komunikace je ekvivalence – způsobuje na stavovém 

prostoru rozklad na KOMUNIKAČNÍ TŘÍDY.

Komunikační třída C se nazývá uzavřená, jestliže pro každé dva 

stavy

DTMC je irreducibilní, když všechny jeho stavy jsou v uzavřené 

třídě. Stavový graf irreducibilního řetězce je silně souvislý.

   , ;  platí, že    není dosažitelný z .i j i j j ie e e C e C e e  

1 2
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Rozklad matice přechodu

Stavový prostor můžeme jednoznačně rozložit

Matici přechodu můžeme přerovnat přeznačením pořadí vrcholů

1 2 ,

kde jsou uzavřené komunikační třídy a  je sjednocení ostatních tříd.

k

i

S C C C T

C T

    

1 0 0 0

0 0
,

0 0

jsou stochastické matice uzavřených komunikačních tříd

nenulová obecná matice

substochastická matice 1

K

i

ij

j

P

P
P

D Q

P

D

Q p

 
 
 
 
 
 

 
 

 


2217.3.2015

Klasifikace stavů Markovova řetězce

Stav je absorpční, pokud z něj není návratu do jiného stavu.

fi
(n)…  pst, že se systém po n krocích do stavu ei vrátí.

fi        …pst, že se systém do stavu ei vrátí.

Stav je trvalý, pokud pst, že se do něj systém v konečném čase vrátí je 1.

Stav, který není trvalý, se nazývá přechodný.

Trvalý stav bude navštíven nekonečněkrát, zatímco přechodný stav jen v 

konečném počtu.

Trvalý stav ei je nulový, pokud pst návratu do něj klesá s časem k nule.

Vzájemně komunikující stavy jsou buď oba trvalé, nebo oba přechodné, tedy v 

každém uzavřené komunikační třídě jsou všechny stavy stejného typu.

Jestliže je konečná komunikační třída uzavřená(otevřená), pak jsou všechny 

stavy trvalé, nenulové(přechodné).

 n

i i

n

f f

 

0

n

ii

n

p




 

 

1

n

j

n

nf




 
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Př: Určete uzavřené komunikační třídy a matici daného procesu

A B C D E

G

1

21

2

1

2

1

2

1

6

1

6

1

6

1

6

1

6

1

3

1

3

2

3

       1 2 3, , , , ,C A B C C C D E T G   

1/ 2 1/ 2 0 0 0 0

1/ 2 1/ 2 0 0 0 0

0 0 1/ 3 2 / 3 0 0

0 0 2 / 3 1/ 3 0 0

0 0 0 0 1 0

1/ 6 1/ 6 1/ 6 1/ 6 1/ 6 1/ 6

P

 
 
 
 

  
 
 
 
 

2

3

Stavy A, B, C, D, E jsou trvalé 

nenulové, G je stav přechodný

2417.3.2015

Stavy stabilizovaného systému

Stav se nazývá periodický s periodou d, jestliže

Jestliže je d=1, říkáme, že je stav neperiodický 

Pro irreducibilní neperiodický homogenní Markovův řetězec vždy 

existují limity

Tyto limity jsou nezávislé na počátečním stavu procesu a může 

nastat právě jedna z možností:

Všechny stavy jsou přechodné, nebo trvalé nulové. Všechny 

limity jsou nula a stabilizovaný stav neexistuje

Všechny stavy jsou trvalé nenulové, limity      konvergují 

nezávisle na i. Stacionární stav můžeme vypočítat z podmínky

 
0 /

n

iip d n 

( )lim n

ik k
n

p a




; 1  i

i

a aP a
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Analyzujte stavy Markovova řetězce s maticí 
přechodu:

1 0 0

1. 0 1/ 2 1/ 2

0 0 1

P

 
 

  
 
 

0,7 0,3
2.

0,6 0,4
P

 
  
 

DU: Na okružní trase je umístěno 5 bodů. Mezi nimi převáží automobil 
náklady. Náklad z každého bodu převáží pouze do následujícího s 
pravděpodobností p a do předchozího s pravděpodobností q=1-p. Určete 
matici pravděpodobností přechodu a stacionární stav systému.


