Stochastické procesy

Markovovy retézce s diskrétnim casem
(Discrete Time Markov Chain)

Vs 173 [FN\g3
& é\

o

N
° o a
© o u
© o o

©ocoo g g,
=98 -060 o
N o
w
n
N o
o

©-0oo

e

© oo
© oo

Stochasticky proces

@ Stochastickym procesem {X(t), teR} je mnoZina nahodnych
veli¢in X(t) zavislych na jednom parametru t.

@ Stavovy prostor : mnoZina moznych hodnot X{ft)
S={e,,e5...,.&}

@ Parametricky prostor:  mnoZina hodnot t

@ Stochasticky proces (diskrétni x spojity) v Grovni
(diskrétni x spojity) v ase

Hydrogeologické déje
Produkce

ZaSumélé signaly
Zabezpec€ovaci zafizeni
Systémy hromadné obsluhy

o Priklady:
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Nahodny retézec

= stochasticky proces s diskrétnimi stavy e,, e,..., €,... a diskrétnim casem

Predpokladejme, Ze okamziky zmén tvofi
aritmetickou posloupnost =>proces je popsan
posloupnosti nahodnych velicin

X1y Xop cey Xy ooe

b s p o tzv. nahodnym retézcem.

Dany systém se v kazdém okamziku nachazi prave v jednom z dané
mnoziny stavd.

Stav systému se méni — systém prechazi nahodné z jednoho stavu do
druhého.
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@ (1856, Rjazan — 1922, Petrohrad)

@ Aplikace

@ Statisticka mechanika
Informacni teorie — komprese dat
Aritmetické a entropické kédovani
Rozpoznavani obrazl
Rozpoznavani fedi
Bioinformatika
Teorie Her
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number of spins

Markovovské retézce

@ pravdépodobnosti, s nimiz nastavaji jednotlivé zmény — pfechody
mezi dvéma stavy — nejsou ovliviiovany pfedchozi historii procesu.
Pravdépodobnost prechodu systému ze stavu e; do stavu e; neni
nijak zavisla na tom, jak se systém do stavu e; dostal.

P(X,=¢ /X, ,=€6,X,,=6_,..X,=6)=P(X,=¢;/X,,=¢)=p,;(n)
@ Homogenni Markovovy rFetézce

pravdépodobnost pfechodu nezavisi na okamziku, v némz se
prechod uskuteciuje p;(n)=p;

2. =L
i
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Matice prechodu P

1 2 3 4 5
0 01 02 03 04
02 03 0 02" 03
4 02 03 017 0
0 03 04 037 0
0 0o o0 o 1

a b WN >
(=}
SN

Rozdéleni pravdépodobnosti stavtl
n krocich — vektor a(n) :

poc. stav: a(0) = (0,1,0,0,0)
ay=(,?,?,?,?)

a)=(72,7,7,2,?)
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Pi: Zaba je na 2. kameni, urcete
po pravdépodobnost, Ze po 2 skocich
bude na 5. kameni.
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Matice prechodu P

a=(01

0
02
0 0)04
0
0

0,1
0,3
0,2
0,3
0

0,2

3,=(02 03 0 02 03)-04
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0,2

0

0,3
0,4

0

0,1
0,3
0,2
0,3

0,3
0,2
0,1
0,3
0

0,2

0,3
0,4
0

0,4
0,3

1

0,3
0,2
01
0,3
0

Pi: Zaba je na 2. kameni, urete
pravdépodobnost, ze po 2 skocich
bude na 5. kameni.

0,4
0,3
0
0
1

Vypocet stacionarniho rozlozeni

1 2 3 4 5)
1 0 01 02 03 04
2| 0,2 0,3 0 02 0,3
3] 04 0,2 03 0,1 0
4 0 03 04 03 0
5 0 0 0 0 1

a=a-P

P".a" =a'

(PT-E)-a" =0

M =(P"-E)

°Reseni homogenni soustavy rovnic Ma=o0, M=P™-E

a=(0,0,0,0,t)
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17 -33
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Vypocet stacionarniho rozlozeni (bez absorbce)

1 2 3 4 5 >

0 01 02 03" 04
02 03 0 0203
04 02 03 01" 0
0 03 04 03" 0
056 0 0 0705

a b wWwN =

a=a-P

P"-a" =a'

(PT-E)-a" =0

M :(pT — E) a=[0.236, 0.152, 0.163, 0.168, 0.280]
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Chapman — Kolmogorovova rovnost

@ p;®@ - pravdépodobnost, Zze systém, ktery byl v ur¢itém okamziku ve
stavu e; bude po 2 pfechodech ve stavu e;.

pi(jZ) = Z P Py pi(jn) = Z pik(nil) Py ZZ pik(m) pkj(nim)
X X X

P={p;}...matice pfechodu; PM={p;(™}... matice pfechodu po n krocich

” P(n+m)=p(n) p(m) ”
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Rozdéleni pravdépodobnosti stavii a

4 Oznacme ay(n)=P(X,=¢e,) ...pst, Ze ve po n prechodech (krocich) bude
systém ve stavu g,

a(n) = (a,(n)a,(n).K a,(n),K)

% Znalost pocatecniho rozlozeni a,(0) a psti prechodu je zcela postacuijici,
rozlozeni ndhodnych veli¢in a,(n) odvodime.

a = z a(0)- py
i a(n+1)=a(n)-P

4= p" a(n)=a(0)-P"

,Stacionarni rozlozeni - rozdéleni pravdépodobnosti, které fetézec nikdy neopusti*.

a=(a,a,,...a,..)=a(n)=a(n+1)
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P#: Hod minci.

Na zacatku mate 2 koruny. Sazite vzdy jednu korunu. Hra kon¢i,
nemate-li Zadné penize, nebo pokud vyhrajete dvojnasobek pocatecni
Castky.

Urcete stacionarni rozlozeni.
Stavy ohodnotime moznou financ¢ni ¢astkou S=(0,1,2,3,4)
ai(n) ... pst Ze po n-té sazce mate /korun

a(0)=(0,0,1,0,0) — pocatecni rozlozeni

1 0 0 0 O
% 0 % 0 0 Stacionarni rozlozeni:
1 1
P=|0 = 0 = O —a-:
> > a=a-P
0 0 1 0 1
2 2
0 00 0 1
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Vypocet stacionarniho rozlozeni

1 0 0 0 O
1 0 1 0 O
2 2
1 1
(ao’avaz’as’azt):(amaiiazvas’a4)° 0 E 0 E 0
a, | 00 tol
a,=a, +—= 2 2
2 0 00 0 1
a, )

2 Stacionarni rozlozeni
azz% —a=a,=a8,=0 (nestabilizovaného fetézce)
1

=5 a=(p,0,0,01-p)
a,—a,+8

4 = Ay 2 |
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P¥: Provadime sérii pokusu. V prvém ma Uspéch pst. 50%. Jestlize se
pokus podafil, ma dal$i uspéch pst. 70%, ale jestlize se nepodafil je
pst. Uspéchu v nasledujicim pokusu jen 60%. Urcete pst. Uspéchu n-

tého pokusu.
11 0,7 0,3
S={U,N}. =[ == =
UNL a() (z,zj p [0’6 0’4)
a(n)=a(0)-P"

Matice ma jednoduchou strukturu, prevedeme ji na diagonalni tvar.

) ) (10 (11, (23 w3
P=Q:D-Q D_(o o,J Q_[l —ZJ’Q _[1/3 —1’3]

) 2,1 11

P"=Q-D".Q Dnz[l On] pr_|3 310" 3 3.0
0 01 g_ 2 1+ 2

3 310" 3 310"

a(n):a(O)-P“:[l; lj-Pﬂz(g- t 1,1 j
2' 2 3 610’3 610
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Stabilizace systému

lima(n)=a(0)-limP"

lima, ()= Y2 ©O)fimpl’ = a0 =2

@ Rozlozeni pravdépodobnosti stavi systému se maze po delSi dobé
ustalit na stacionarnim rozloZeni. Pokud je toto rozloZeni nezavislé
na pocateénim rozloZeni a,(0), pak je systém stabilizovan. K tomu je
nutné, aby pro n—o konvergovaly pravdépodobnosti p; ™.

@ Stabilizovany systém ma jediné stacionarni rozdéleni.
a=a-P Zak =1
k
@ Aby byl systém stabilizovany, musi mit matice limP" stejné radky.
Kazdy fadek je pak roven vektoru rozlozeni ve stabilizovaném stavu.
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Pi#: Hod minci.

Na zacatku mate 2 koruny. Sazite vzdy jednu korunu. Nemate-li zadné
penize, je vam odpustén vklad sazky a naopak, pokud mate
dvojnasobek pocatecni ¢astky, neziskate pfi dalSi vyhfe nic.

05 05 0 0 0
Stavy ohodnotime moznou A 05 005 0 0
N _ > A = 005 005 0
financni Castkou S=(0,1,2,3,4) s =
a,(n) ... pst ze po n-té sazce 0 0 00505
mate /korun Zavislé objekty
L 0.375 0.25 0.25 0.063 0.063
a(0)=(0,0,1,0,0) — pocatecni 0.25 0.375 0.063 0.25 0.063
rozloZzeni A4 = | 0.25 0.063 0.375 0.063 0.25

0.063 0.25 0.063 0.375 0.25
0.063 0.063 0.25 0.25 0.375

0.202 0.2 0.2 0.199 0.199
0.2 0.202 0.199 0.2 0.199
» A26 = 0.2 0.199 0.202 0.199 0.2
0.199 0.2 0.199 0.202 0.2
0.199 0.199 0.2 0.2 0.202
17.3.2015 18



PF: Provadime sérii pokusd. Jestlize se pokus podafil, ma dalsi Uspéch pst.
70%, ale jestlize se nepodafil, pst. Uspéchu v nasledujicim pokusu je
jen 60%. Zjistéte, zda je systém stabilizovany.

S={U,N}.

a(n)=a(0)-P" p- {O, 7 0,3]

0,6 04
g, & L L
3 310" 3 3.10°

lima(n) =a(0)-limP"

p" =
2.2 1+ 2 Pocatecni vektor a(0) = (a,(0),a,(0))
3 3.10" 3 3.10"
21 21
oon_| 3 3 . 3 3 21
ime = 2 3| timam-@@.a0) |3 3|-(23]
3 3 § 5
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@ Stav e, je dosaZitelny ze stavu e;, jestlize existuje n>0 tak, ze
piM>0. Ozn: g; -> e,

@ Markovuv fetézec je nerozlozitelny(irreducibilni) — kazdy stav je
dosazitelny z kazdého jeho stavu.

o Rikame, Ze stavy e, e; komunikuiji, jestlize e; -> e, a soucasné
plati e, -> e

@ Relace komunikace je ekvivalence — ngsobuje na stavovém
prostoru rozklad na KOMUNIKACNI TRIDY.

@ Komunikaéni tfida C se nazyva uzaviena, jestlize pro kazdé dva
stavy €.e;; (& eC)/\(ej eC) plati, Ze e; neni dosazitelny z¢,.

@ DTMC je irreducibilni, kdyZ vSechny jeho stavy jsou v uzaviené
tfidé. Stavovy graf irreducibilniho fetézce je silné souvisly.

o_¢
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Rozklad matice prechodu

@ Stavovy prostor miizeme jednoznacné rozlozit
S=C,uC,u...uC UT,
kde C, jsou uzaviené komunikaéni tfidy a T je sjednoceni ostatnich tiid.

@ Matici pfechodu mizeme prerovnat preznacenim poradi vrcholl

P 0 0 O
0 . 0
P= ,
0 0 PR
D Q
P jsou stochastické matice uzavienych komunikaénich tiid

D nenulova obecna matice

Q substochasticka matice [Z p; < 1]
i
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Klasifikace stavlii Markovova retézce

Stav je absorpéni, pokud z n&j neni navratu do jiného stavu.
f(W... pst, Ze se systém po n krocich do stavu e, vrati.
f ...pst, Ze se systém do stavu e, vrati. fi=> 1"

Stav je trvaly, pokud pst, Ze se do néj systém v kone¢ném Case vrati je 1.

Z piln) =€
n=0

Stay, ktery neni trvaly, se nazyva pfechodny.

Trvaly stav bude navstiven nekone€nékrat, zatimco pfechodny stav jen v
konecném poctu. St =
n=1

Trvaly stav e; je nulovy, pokud pst navratu do néj klesa s ¢asem k nule.

Vzajemné komunikujici stavy jsou bud’ oba trvalé, nebo oba pfechodné, tedy v

kazdém uzaviené komunikacni tfidé jsou vSechny stavy stejného typu.

21

Jestlize je kone€na komunikacni tfida uzaviena(oteviena), pak jsou vSechny

stavy trvalé, nenulové(pfechodné).

17.3.2015
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P¥: Urcete uzavirené komunikacni tridy a matici daného procesu

/2 1/2 0 0 0 O Stavy A, B, C, D, E jsou trvalé
1/2 1/2 0 0 0 O nenulové, G je stav prechodny
0 0 1/3 2/3 0 0
P=lo o0 23 13 0 o
0 0 0 0 1 0]
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
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Stavy stabilizovaného systému

o Stav se nazyva periodicky s periodou d, jestlize P’ >0=d/n
Jestlize je d=1, fikame, Ze je stav neperiodicky
@ Proirreducibilni neperiodicky homogenni Markovlv fetézec vzdy
existuji limity
lim p =a, +
nN—o0
Tyto limity jsou nezavislé na pocate€nim stavu procesu a maze
nastat pravé jedna z moznosti:

@ VSechny stavy jsou pfechodné, nebo trvalé nulové. Vsechny
limity jsou nula a stabilizovany stav neexistuje

@ Vsechny stavy jsou trvalé nenulové, limity <~ konverguji
nezavisle na i. Stacionarni stav mizeme vypocitat z podminky

a=aP; ) a =1
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Analyzujte stavy Markovova retézce s matici
prechodu:

1 0 0
1. P=|0 1/2 1/2
0 O 1

0,7 03
2. P=
(o,e 0,4}

DU: Na okruzni trase je umisténo 5 bodd. Mezi nimi prevazi automobil
naklady. Naklad z kazdého bodu prevazi pouze do nasledujiciho s
pravdépodobnosti p a do predchoziho s pravdépodobnosti g=1-p. Urcete
matici pravdépodobnosti prechodu a stacionarni stav systému.
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