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1962 - Carl Adam Petri
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synchronnich distribu¢nich systemu



Modelovani Petriho sitémi

Graficky popis a analyza systému, ve kterych se vyskytuji
synchronizacni, komunikacni a zdroje sdilejici procesy.
Popis paralelnich jevu a konfliktnich zavislosti

— Jednoduchost, prehlednost

— Modelovani dynamiky procesu

Existuje cela rada typu Petriho siti

— P/T (Place/Transitions) Petriho site,

— P/T Petriho sité s inhibi¢nimi hranami,

— P/T Petriho sité s prioritami,

— TPN Casované (Timed) Petriho sité,

— CPN Barevné (Coloured, barvené) Petriho site,

— OOPN Objektove (Object Oriented) Petriho site.



 Places (mista)

Zakladni pojmy

@©®

obsahuji stavovou informaci ve formé znacek (token)
* Transitions (prechody)

vyjadfuji mozné zmény stavu

(vzory moznych udalosti)

* Arcs (orientované hrany)
urcuji logické vazby

Zakaznik pozaduje obsluhu

Material

Linka je volna

]

Simulace Obsluhy zakaznika

Linka pracuje

Obsluzny personal



Graficky popis Petriho siti je
orientovanym
bipartitnich multigrafem

« Orientovana hrana muze spojit:
— misto s prechodem
— prechod s mistem

* QOrientovanou hranou nemuzeme spojit
— misto s mistem

— prechod s prechodem &



PF: Cyklicky proces, ktery ¢éas od ¢asu vyuziva
néjaky zdroj



Synchronizace paralelnich procest

l.proces 2.proces 3.proces 4.proces
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Synchronizace paralelnich procesu

proc. 1 proc.2 proc.3 proc.4 proc.> proc.6
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Kriticka sekce Stridani udalosti Trivialni deadlock



Pravidla pro uskute¢néni prechodu

Pritomnost znacky v misté indikuje, Zze dany aspekt stavu je
momentalne aktualni, resp. podminka je splnéna.

Kazdy prechod ma vstupni a vystupni mista — tim je urCeno, ktere
aspekty podminuji vyskyt udalosti a jaké skuteCnosti jsou vyskytem této
udalosti ovlivnény.

Oznac¢me z(p) pocet znacek v misté p.

Pfechod muZe byt uskutecnén, jsou li splnény vSechny vstupni podminky, tj.
z(p;)>0 pro vsechna vstupni mista p; daného prechodu.

Uskutecnéni prechodu:
u vSech vstupnich mist ubereme jednu znacku  (z'(p;) = z(p;) - 1)
a u vSech vystupnich mist pfidime jednu znacku (z'(p;) = z(p;) + 1)



Ohodnoceni hran a pfechodu

Misto p je urCeno kapacitou c(p) maximalniho pocCtu znacek. Pfechod
muze byt uskuteénén jen pokud (soucasné se splnénim vstupnich
podminek) neni prekroCena kapacita vystupnich podminek.

Pocty odebiranych (umisténych) znacek jsou specifikovany vahou hran.
Ptechod je uskutecnén jen pokud jsou vstupni hrany nasyceny, tj. pokud neni
pocet znacek ve vstupnich mistech dané¢ho pfechodu mensi nez vahy
prislusnych hran.

x 2 2 s
ﬁ
2
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Konfliktni pfechody

* Dva soucCasné proveditelné pfechody jsou konfliktni,
kdyz provedeni jednoho zpulsobi, Ze druhy prestane byt
proveditelny.

« Konfliktni prechody modeluji soupereni o zdroje a
vzajemnou vylu¢nost dvou udalosti. e

» Nezavislé prechody modeluji asynchronnost a
paralelismus.

100 100

Nezavislé prechody Konfliktni ptechody

o—i—e o 1o

.\> / o
@—I—©@

./D_" ]
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Sit' s omezenou kapacitou mist

fronta ohzluha ohzlouzeni
watup T1 T2 wwestup
0
.= 4 C="1
e franta T4 absluha T3 aohslouzeni wstup

NG el

F1 P2 0 11



Definice PT siti

PT sit’ je uspofadana pétice PN=(P,T, I, I', ;)
- P={p,,p,-.-p,} je koneéna neprazdna mnozina mist
- T={t,.t,...t} je koneéna neprazdna mnozina pfechodu
— mnoziny P, T jsou disjunktni
- I, I*, jsou incidenéni funkce P x T ->N,

Pokud je I-(p,t) > 0, vede orientovana hrana z mista p do prechodu t. PocCet
odebranych ZetonU v misté p uskuteCnénim pfechodu t je roven I-(p,t) .

Pokud je I*(p,t) > 0, vede orientovana hrana z prechodu t do mista p. PocCet
pfidanych Zetont v misté p uskute¢nénim pfechodu t je roven I*(p,t) .

Oznagme aktualni ohodnoceni celé sité vektorem 2% = (2" (p,),2" (p,),....2" (p,))
Prechod t nazyvame aktivni (uskutecnitelny) v daném ohodnoceni z0 , jestlize
vpeP; 2 (p)= 1" (p,t)

Ohodnoceni z() nazyvame dosazitelné z ohodnoceni z0), jestlize existuje
posloupnost uskuteénénych pfechod, které prevadi zO do z0). (ozn. zf) - > 200



Struktura a viastnosti Petriho siti

Petriho sit nazveme ohrani¢enou, jestlize

Petriho sit nazyvame konzervativni, jestlize pro kazdy jeji stav plati, ze
celkovy pocet znacek je konstantni. dk € N,; Vz, p; Z ( p) <k

Vi Zz(i)(pj):k

Sit nazyvame Zivou, jestlize jsou zZivé vSechny jeji pfechody, tj., jestlize
ke kazdému ohodnoceni z existuje dosazitelné ohodnoceni z°, z ->z",
které aktivuje dany prechod.

Vz 42"z > 7'

ohranicena, konzervativni sit’

13



Konzervativnost sité

Stnktné konzervativni Konzervativni Vzhledem
k vahovému vektoru (2,1,1,2).

14



Analyza Petriho siti pomoci linearni algebry

* Kladny prvek ¢;; matice C - pocet zetont, ktere
piidame do mista P1 odpalenim pfechodu Tj

* Zaporny prvek ¢; matice C - pocet Zetoni, které
odebereme z mista P1 odpalenim ptechodu Tj

-1 1 0 O
1 -1 0 O
C=-1 1 -5 5
v & oL A C*: dopfedna incidencni
O 0 1 -1 -
matice
1000 0100y (<11 0 0 C-: zpétna incidenéni
0100 1 000 1 -1 0 0O matlce
C=p3/1 050[C=010S5[C=|-11 -5 5
0010 0001 0 0 -1 1
0001 0010 0 0 1 -1 C=C*-C-




zi : vektor poétu Zzetonu v mistech

Pocatecni ohodnoceni z, 1 1 0 O
1 -1 0 O

Z, = (3,0,5, 4, O) C=-11 -5 5

0 0 -1 1

0 0 1 -1

Po uskutec¢néni pfechodu T1 prejde pocCatecCni
ohodnoceni z, do stavu

2'=17,+C

I
o A LD

Po odpaleni posloupnosti T1, T1, T1, T2 je vysledné
ohodnoceni

2 =z, +C

o O b W

o A W NP

(P1,P2,...,Pn)




Matice incidence

Necht ma PN n mist P={p,,p,,..p,} @ m pfechodu T={t;,t,,..t.}. Zpétna
incidencni matice C typu n x m je definovana

¢, =17(p.t), Vp ePt; eT
analogicky dopredna incidencni matice C*
¢, =1"(p.t), VP ePt; €T
Incidencni matice C = C* - C-
Prechod t, je v daném ohodnoceni z=(z,,z,,..z,) aktivni, jestlize Vz;:z; 2¢;
Uskutecneénim prechodu t; prejde ohodnoceni z v ohodnoceni z° z'=z+Ce,;

Predpokladejme posloupnost odpalenych pfechodu t .t .....t, | vypoclet
dosazeného stavu z je dan dosazenim do pfedchazejiciho vzorce

K k
70 =74 Cz € ; Zeij =& Parikitvobraz posloupnosti prechodii
= i1

Nutna podminka dosazitelnosti: Je-li z'znaceni dosazitelné ze znaceni z0,
potom existuje reSeni = rovnice

17



Pr: Napiste matici incidence C

Ptechod T se uskute¢ni v ohodnoceni z, vz;z >c™,

TO T1 T2 T3 T4 T5
PO(2: 0]/0/0]|0

PL{ 0|1
=" (Put))= s | o
0

P31 0

0
0
2

o — O

1
0
0

2ol o o +1 o0 Odpaleni prechodu T1:
+2 -1l 0 -1 0 0 0
C=C"-C =(I"(p.,t )—1 (p.,t))= ,
( (pn m) (pn m)) 0 l+11 41 0 -1 0 1 1 0 1
— 0 2 -1 1
0 |0 2 +2 0 0 =40, ¢ _ N _
0 0 +1 1
o| lo) (o} \o
0
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P-invarianty

Necht C je matice incidence Petriho sité. Nenulovy vektor i,eN" se
nazyva P-invariant Petriho sité, jestlize je reSenim homogenni soustavy
linearnich rovnic

Petriho sit ma konzervativhi komponentu prave tehdy, existuje-li
nenulovy P-invariant.

Priklad 1: striktné konzervativni sit

(1 -1 1 1)
C=[{0 1 -1 0
(1 0 0 -1,

-1 0 1
O T
1 -1 0
1 0 -1




P-invarianty — vypocet v GeoGebre

Postup 1: pomoci software nebo
-1 0 1 Cli, =0

L -1 1 0

CT =
1 -1 O M= {{-1,0,1},{-1,1,0},
1 0 -1 {11_110}1{1101_1}}

Mel = SchodovityTvar (M)

GeaGebra Calculator S

&0
®
=

M(—i " é) X, +0X, =X, =0
: Ox, +X,—X,=0
i, ={k-(1L11);k e N}


https://www.geogebra.org/calculator
https://www.wolframalpha.com/

P-invarianty — vypocet ve WolframAlpha

Postup 1: pomoci software nebo
o - -1 1 O
1 -1 O row reduce{{-1,0,1},{-1,1,0},
1 0 -1 {11_110}/{1101_1}}
% Wolfram
row reduce{{-1,0,1},{-1,1,0},{1,-1,0},{1,0,-1}}
) * ! Examples  >@ Random
X, +0X, =X, =0
Result Ox, +X,—X,=0
1 0 -1 i
01 -1 Ipz{k-(l,l,l);keN}
00 0O
00 0


https://www.geogebra.org/calculator
https://www.wolframalpha.com/

P-invarianty — sit’ zachovava pocet zetonu

Postup 2: KreSeni v tomto pripade neni

nutné pouzivat software, matice ma jen 2 (;TiP =0
nezavislé sloupce. VN
X
-1 0 1
-1 -1 1 1 11 0 X, |=0
C=/0 1 -1 0 B %)
1 0 0 -1 —X, + X, =0
—X, +X, =0

i, ={k-(L11);k e N}

P-invariant striktné konzervativni sité ma
vsechny prvky stejné.




Priklad 2: P-invarianty konzervativni komponenty

-1 -1 1 1
0O 1 -1 0
0O 1 -1 0
1 0 0 -1

& Wolfram

rowreduce{{-1,0,0,1},{-1,1,1,0}}

(100 35
011-~1)

Cli, =0

X, +0X, +0%x, =X, =0

0x, +1x, +1x, — X, =0, odtud
X=Xk = X=X

i, ={(u,u-v,v,u); u,veN,u>v|



Priklad 2: P-invarianty konzervativni komponenty

-1 -1 1 1
C— 0 1 -1 0 CTiP:O
0O 1 -1 0 _ |
1 0 0 -1 'pz{(U,U—V,V,U),U,Ve N,u >v}~

Vyhodnéjsi zapis ziskame pomoci
bazovych vektoru prostoru feSeni.
Volime-li napr. u=1, v=0 dostavame
Ir,=(1,1,0,1), podobné volbou u=2, v=1
dostavame i,,=(2,1,1,2), coz jsou
nejmensi vahové vektory pro
konzervativnost site.

i, ={k(11,0,1)+1(2,1,%2);k,l e N}

24



T-invariant — cyklicka sit’

Petriho sit nazveme reverzibilni, pokud ke kazdému dosazitelnému
znaceni existuje posloupnost odpalenych prechodu, ve které je
pocatecCni znaceni aktivni

Necht C je matice incidence Petriho sité. Nenulovy vektor i;eN" se
nazyva T-invariant Petriho sité, jestlize je feSenim homogenni
soustavy linearnich rovnic

Cl, =0

Pokud je Petriho sit je reverzibilni, pak ma nenulovy invariant. .

T-invariant je Pariklv obraz posloupnosti, ktera prechody
reprodukuje, tj. udava kolikrat je treba proveést kazdy prechod,
abychom se vratili k puvodnimu znaceni

25



T-invariant — cyklicka sit’

Pv’kl d1 Ci —O f}GeuGebraClassicS
FiKia ] T File Edit View Options Tools Window Help
(x ) y “
X ¥ Algeb X
0 1 -1 0/ *|[=|0 ‘ge_fﬂf_,v
X . X
.l 0 0 -1) > 0 C = {{-1,-1,1, 1}, {0, 1, -1, 0}, {1, 0, 0, -1}}
X4 Cel = ReducedRowEchelonForm(C)

o TR e I )
o o

ce.=(

X, —X, =0
X, —X; =0

0 -1
—1 0
0 0

}iT:{(k,I,I,k)}

i ={k-(1,0,0,1)+1-(0,1,1,0);k,1 e N}




T-invariant — cyklicka sit’ Ci
.

Priklad 2. Cyklicka (reverzibilni) sit

-1 -1 1 1)(x B
0 -1 -1 1 1
0 1 -1 O X, 0 1 -1 0
. =0 row reduce :
0 1 -1 0 X, 0 1 -1 0
0 1 0 0 =1
1 O O _1 X4

Xl_x“zo}iT:{(k,l,l,k)}

X, —X; =0

i ={k-(1,0,0,1)+1-(0,1,1,0);k,1 e N}




Prechodova funkce

» Stavovy prostor — mnozina dosazitelnych znaceni

+ Prechodova funkce

— funkce definovana na stavovém prostoru

— urcuje na zakladé pritomneého stavu a aktivniho prechodu
pristi stav site

— zadana bud tabulkou, nebo orientovanym grafem.




Stavovy strom (graf pokryti)

» Abstrakce prechodové funkce Petriho sité.
» Orientovany kofenovy strom, jehoz kofenem je poCatecCni znaceni .

« Jestlize v prubéhu konstrukce stromu zjistime, Ze jista slozka
znaceni neomezene roste, pak tuto slozku oznacime « a novy
vektor reprezentuje nekoneCnou mnozinu znaceni, pro ktere tato
slozka nabyva libovolné nezaporne celoCiselne hodnoty.

Neomezena Petriho sit (1.0)

T

t2 tl
P1
T2 P2

® - O0) (1)

,

(1,00)




Pravdépodobnostni rozdéleni stavu a(n)

P/T Petriho sit je markovsky proces s diskrétnim Casem.

V kazdem kroku n se proces nachazi v jednom ze spocetné mnoziny
stavu. Budouci stav je zavisly jen na aktualnim stavu, ne na historii.

Rozdéleni pravdépodobnosti a(n) po n odpalech zapiSeme jako
vektor. PocCet slozek je roven poctu stavi

a(m=(aM) am .. a):>an)=1

a(0)=(1 0 0)
1 1
a(l):(o > Ej
a(2)=(1 0 0)
1 1
a(3):(0 B Ej




Matice prechodu P
* Matice prechodu popisuje markovsky proces s
diskrétnirn casem

— Ctvercova matice P, prvek p; urCuje
pravdepodobnost, ze prechodu ze stavu i do stavu |.

— urcuje na zaklade aktualniho stavu a(0) rozdeleni
pravdepodobnosti a(n) po n odpalech

0

O O N
O O N

1
1

a(0)=(1 0 0)
a(l) =a(0)-P
a(2)=a(l)-P=a(0)-P°




Pfiklad: matice pfechodu pravidelné Petriho sité

Prvky matice jsou tvoreny

pravdépodobnostmi prechodu ) "J

systému z jednoho stavu do ” - -
druhého . r e
—a , X

|

‘| F E’—; |||

I . |

0O 05 05 0 O + /- s

o 0 05105 0
P={ 0 O O 05 05
o5 0 0 0 0,5
05 05 0 0 O
al) =a(0)P

a(2)=a@@P

“‘

o2——R8]

a(n+1) =a(n)P




Piiklad: pstni rozdéleni a(n) pravidelné Petriho sité

P2

* Necht na zaCatku je systém (zeton) ve stavu P5, .
a(0) = (O, 0,0, 0,1)

P1

0O 05 05 0 O
0O O 05 05 0
P={ 0 0 O 05 05
005 0 0 o0 0,5
05 05 0 0 O
a() =a(0)P
a(2)=a()P

al=(0 0 0 0 1)

al=(05 05 0 0 0)

a2 =(0 025 05 025 0)
a(n+1) =a(n)P a3 = (013 0 0.13 0.38 0.38 )
ald = ( 0.21 0.16 0.16 0.21 0.25)
a20 =( 0.2 0.2 0.2 0.2 0.21)



Stochastické casové Petriho sité
(Stochastic Petri Nets)

Prechody ve SPN predstavuji jednotlivé udalosti(akce).

typy prechodu:
1. Okamzité
2. se zpozdénim (doba zpozdéni je nahodna veliina)

SPN=(P,T,I,I*, G, zp)
P, T, I, I, z,...PT Petriho sit
G exponencialni funkce pfifazené prechodim

34
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SPN je markovska, maji-li vsechny zpozdéené
prechody exponencialni rozdeéleni

Pravdepodobnost, Ze za interval délky t nedojde k zadné udalosti:

1.6¢

1.4} A=05

P(r>t)=e™ 1.2} —s.
2 —15
Intervaly mezi udalostmi jsou vzajemne nezavislé os|
v .y 7 v ’ 0.4}
veliCiny s exponencialnim rozdelenim 0_2![ \
%% 1 2 3 4

X

Pr: UrCete pst, ze v elementarnim toku nenastane v intervalu délky 7 zadna udalost,
vite-li Ze od vstupu predeslého pozadavku uz uplynul Cas t<T.

« 7N B

Y Y

u

P(r >t+u) _ g~ Ht+)
P(r >t) e

P(z>t+u/z>t)= =e “=P(r>u)

5



SPN jako Markovovsky fetézec

Jsou-li zpozdéni vSech prechodu
exponencialni se stejnou
intenzitou, bude ustaleny stav

(2,111 1)
5'5'5’5’5

2 1 1 0
0 -2 1 1
o= 0 0 -2 1
1 0 0 -2
0=a-0Q
1 1 0 0 -




SPN jako Markovovsky fetézec

24 12 12 O 0
0 -12 6 6 0
Q=| 0 0 -12 6 6
6 0 0 -12 6
6 6 0 0 -12

Jsou-li zpozdéni vsech prechodi
exponencialni a intenzita vystupu
ze stavu P1 je dvojnasobna, bude
ustaleny stav a




Stavovy graf

Spojity stochasticky proces zdiskretizujeme — postupujeme v
diskrétnich krocich dt.

Krok simulace dt zvolime dostatecné maly (ms) tak, abychom mohli
predpokladat, ze za interval delky dt nastane nejvys jedna udalost.

T3
P3 P1 2,=(1,0,0) » 2,=(0,1,0)
° A

LS z,=(0,0,1) |«
T2 P2 T1

Ze stavu z, mohou po jednom kroku dt nastat 3 moznosti:
* Z, (spustén pirechod T1)

* Z, (spustén prechod T4)

* Z, (ani pro jeden z pifechodii T1, T2)

39



Fronta se ztratami M/M/1/0

Wstup
fronta Graf diferencialnich prechodu
(L — stav mista ,,linka
Ad
0 1

é linka

neobslouzeni udt

I:':I obsluha

Ci\) obslouzeni

40



Markovuyv retézec stochastické Petriho sité

Necht jsou vSechny prechody dany s exponencialnim rozdélenim
zpozdéni. Pak stavovy prostor (mnozina vSech moznych ohodnoceni)
z; tvori Markovovsky retézec se spojitym casem- CTMC.

Infinitezimalni generator Q: Intenzita vystupu g; ze stavu z; do stavu z
je souctem intenzit vSech pfechodu, jejichz odpalenim prejde stav z, do
stavu z;

Analyzou Markovova fetézce muzeme vypocitat charakteristiky
systému popsaného SPN. - Necht' je & stabilizovany stav, i

7Q =0; Zﬂ'j =1
Pak pravdéepodobnost, ze ohodnoceni mist SPN je z dané podmnoziny
stavu B
P[B]= > =,
Z(j)eB

41



Modelovani systému M/M/1/c0

pbsiuha [ 1

https://youtu.be/r30JLB3uv60



Modelovani systému M/M/1/

vstup wstup

frontatlinka fronta

obsluha

links ul[uln

ohsluha



Inhibitory — negativni testovaci hrany

RozliSujeme 3 typy hran :  normaélni
inhibitory ——e
tester - >

Prechod spojeny s mistem inhibitorem je uskutecnen jen pokud je
pocCet znacek v misté mensi nez vaha inhibitoru. PocCet znacek ve
vstupnim misté se nemeni.

PT (places-transitions) sité s inhibitory jsou s teoretického hlediska
schopny modelovat vse, co je mozné vyjadrit algoritmem.
Churgova — Turingova teze: ke kazdému algoritmu existuje

ekvivalentni Turinguv stroj
%
44



Inhibitory, Petriho sité s prioritami

1 [a]u]
vatup & T1 Prpcl wystup
-
T2
T1 ma vyssi prioritu
vatup B = nez T2

* Petriho sité s inhibiCnimi hranami mohou byt prevedeny na ekvivalentni
sité s prioritami.

45



Model pripojovaciho pruhu

Queue o

| ,
| 38— e
|

|

« exponencialni zpozdéni pro ¢asové rozestupy vozidel i prujezd ,cross”
deterministické zpozdéni pfechodu pro odpocitavani ¢asu



Diky inhibitorim maji Petriho sité stejné
moznosti jako Turinguv stroj

Uplny systém logickych funkci
Napr: {negA, AND, OR}, {NAND}, {NOR}

neg.A | AND OR NAND NOR

C. E. Shannon (1937) —

. Al B]| 1A | AxB | AvB | 1AAB) | T(AVB)
Kazdy kombina¢ni obvod olo| 1 | o | o | 1 1
1ze popsat formuli oJ1] t o | 1| 1 0
1 0 0 0 1 1 0
Booleovy algebry o P R B R A -
st & A
J |
neg A( ) i ) NAND { ) NOR ( )
. _ 9@ .



Systém s prioritami

Expld) EXpL)

Priaritni Normalni

iy
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Modelovani fronty D/D/1/0
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Systém M/M/2/r

Simulation Data generated by HPSim Mar-07-2004 16:58:18
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Simulace fronty, dva typy zakazniku

Simulace systému M/M/1/3 FIFO, dva typy zakazniku s riznou délkou
obsluhy

— TO ... vstup zakazniku prvniho typu,
— T5...vstup druhého typu.

— Zakaznici prvniho typu se radi do horni rady P11, P21, P31,
zakaznici druhého typu se radi do spodni rady P12, P22, P32.

o1



Barevné Petriho sité

* RozliSujeme ruzné typy zetonu a rizné mody odpalt prechodu

Pt :.:

t1

0O

t2 L

sy
T

Or
1)4 /

- 1\obml\
volny

P

t1

1)2 (
T\ P4
l‘3
o o zasobnik
volny
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Frontové Petriho sité

Barevné GSPN se dvéma typy mist

— ObycCejna mista

— Frontova mista (fronta + zasobnik obslouzenych zakazniku).
Zakaznici (zetony) z fronty nemohou byt pouzity pro odpal
nasledujicich pfechodd. Nejprve musi probéhnou obsluha podle
predepsaného rozdéleni délky obsluhy, zeton je pfemistén z frontové

casti do zasobniku a teprve zetony ze zasobniku mohou byt pouzity pro
odpal vystupnich pfechodu dle zpétnych incidencnich funkci

-'M/1/FIFO

fronta zasobnik
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